MATHEMATIQUES Lycée R. Schuman 12 Février 2015

Corrigé du devoir sur la transformation de Laplace

Exercice 1

1. Dessiner le graphe de f(t) =tU(t) —2(t —2)U(t —2) + (t —4)U(t — 4)
4

3
2
1
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2. Déterminer la transformée de f(t) =tU(t) —2(t —2)U(t —2) + (t — 1)Ut — 4)
11,1,

3. Retrouver l'original de F'(p) = puis celui de G(p) = F(p) x e P

p(p+1)
1 1

1 —t
F(p) = Y = PR donc f(t) =U(t) — e "U(t)

G(p) = F(p) x e F donc g(t) = U(t — 3) — e_(t_?’)U(ﬁ -3)

. . . p+3 A B Cp+D
4. Déterminer les réels A, B, C et D telsque: H(p) = ————~=— + — +
a ®) P@P*+1) p* p pPP+1
3
Ona:limp’H(p)=>=3=A+0+0donc A=3
p—0 1
i+ 3
Ona:lim(p2+1)H(p):Z+1 =-3-i=040+Bi+CdoncC=-3etD=-1
p—i -

Ona: lim pH(p)=0=0+B+C+0donc C=-B=-1

p—00
Exercice 2

1. (a) Représenter la fonction v pour to = 0,005 et K =0, 2.
0-5%
04 +
0.3+
0.2
0.1 ¢ |

—0.005 0 0.005 0.010 07015

(b) Déterminer, en fonction de ty et K, la transformée de Laplace I" de la fonction 7.
K K
Ona:TD(p)=— — —e P
p p

2. En appliquant la transformation de Laplace aux deux membres de I’équation différentielle (2), déterminer
F(p).

En appliquant la transformée a I’équation différentielle, on a :

QLOO(pF(p) —0)+ F(p) = %(1 — e top)
puis (50=+1) F(p) = %(1 — etor)
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et enfin
K
F(p) = — (1= e77)
(L + 1)
200
2 b
3. (a) Déterminer les réels a et b tels que : _200 _a 4+ —
p(p+200) p p+200
200
Notons G(p) = ———=
2 p(p + 200)
On a: lim pG(p) =1 et hm p+ 200G (p) = —1
p—0 p——2(
200 1 1

donc

p(p+200)  p  p+200

(b) En déduire loriginal f de la fonction F'.
K

On a alors : F(p) = pi(l — e top)
;(200 +1)
donc F(p) = m(l — e~ 1op)
1
donc F(p (p P 200) (1 — e top)
donc F(p (; — 200) K x (% - Jr1200)6—t0p

done f(t) = K x (U( ) — e~200ty (¢ )) K x (U(t ) — e~ 200(t—to) (¢ to))

Lorsque t < 0,ona: U(t) =U(t —t9) =0 donc f(t)=0—-0=0

Lorsque 0 <t <tg,ona:U(t)=1et U(t—ty) =0

done f(t) = K x (1 _ 672()()15) S 0= K x (1— e 200

Lorsque tg < t,ona:U(t) =1et Ut —tg) =1

done f(t) = K x (1 — e 20%) — | x (1 — e~ 200(t—t0) = [ 5 (2000 _ 1)e—200t

(c) Donner le sens de variation de la fonction f sur chacun des intervalles [0 ; to[ et [to ; +o0].
Sur [0 ; to[, ona: f/(t) = +200K x (1 — e 2°%) > 0 donc f est strictement croissante.

Sur [t ; +oo[, on : f'(t) = —200K x (2% — 1)e~2%" < ( donc f est strictement décroissante

Déterminer les limites de la fonction f aux bornes de ces deux intervalles.
En O_ : f(t) =0, donc tﬂ%{ f(t) =

En 0y : f(t) = K x (1 — e 20%) donc hm fA)=K(1-1)=0

t—0

Enty : f(t) = K x (1 —e 2% donc 11%1 f(t) = K x (1 — ¢200%)

Ento, : f(t) = K x (%% — 1)e 2% donc lim f(t) = K x (1 — e 20%)

t—0_

En 400 : f(t) = K x (%% —1)e72%" donc lim f(t) =0

t——+o0

(d) Représenter la fonction f pour top = 0,005 et K = 0,2.
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Exercice 3

1. En appliquant la transformation de Laplace aux deux membres de 1’équation différentielle (E'), montrer
18
(P +4) (p* +9)

On obtient : p(PS —0)— 0495 =9 x

que S(p) =

2
p*+4

18
(p* +4) (p> +9)
2. Déterminer les nombres réels a et b tels que, pour tout nombre réel p, on ait
a b

Puis (p? +9)S = et enfin S(p) =

18
p*+4

Sp)=—5—+—5—
W) =it o
a b 7a(p2+9)+b(p2+4)7(a+b)p2+9a+4bet5()7 18
pPAA P9 P+ P+ ) 0P+ 9)
Pour que + b S(p) on choisit : a+b=0et 9a+ 40 =18
u =5 isit : a = a =
18 —18
donc b = —a et 5a:18d0nca:€ etb:T
3. En déduire I'expression de s(t) pour tout nombre réel ¢ positif ou nul.
18 1 18 1

Onatrouvéque:S(p):E-])Q—_i_élfg.]ﬂ_i_9

2 6 3
pP>+4 5 p*+9

done S(p) = g .

donc s(t) = gsin(Qt)U(t) - g sin(3t)U (t)



